Legon de mathématique

LA GEOMETRIE DANS L’ESPACE

Premiere partie

Drottes et plans dans L'espace
Les abjets de Cespace sent les points et les duoites, cemme en géemétiie plane, auxquels s’ajoutent les
plans. Neus allons denc étudier les positions relatives de ces diffénents clijets géemétriques.

# 1 : Un plan est enticrement défini par la dennée de trois peints distincts deux & dewx et non alignés.

1) Pesition nelative de deux plans

Scient P et P’ deux plans de Cespace. Il y a trois manieres de voin cemment se compontent P et P’ Cun
parwappad & Cautre :

P et P’ sont sécants P et P’ sont paralleles
7 i ton o T < N
P ot P' sont sécants P et P’ sont stricte- | P et P’ sont confon
ment paralleles dus

9,

/%
N Vi R Ve

PP =D, unedroite | PNP =0 PNP =P
# 2 : Poun démentrer que trois paints sent alignés, il suffit de démantier qu’ils appantiennent tous les trais
a deux plans distincts.

2) Positien nelative d’'un plan et d’'une ducite

Sait D une duaite quelcanque de Cespace et sait P un plan de Cespace. Rappelons ici que cheucher
Cintewsection de deux ensembiles de peints, c’est checher tous les points qui sent dans les dewa ensembles

& la fois.

D et P sont sécants D et P sont parallt‘:les
T et P sont stricte-
ment paralleles

D et P sont sécants D est incluse dans P

Vs

DNP={A}

£~/

DOP =D
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3) Pasition nelative de deuwx droites

Scient D et D’ deux dueites de Cespace. I y a quatre positions welatives pessibiles entre ces deux droites :

D et D' ne sont pas

. D et D' sont coplanaires
coplanaires

Y et . | D et D’ sont stricte- | D et D’ sont confon-
Det D' sontsécantes ment paralléles dues
DAD =0 DD = {A} DND =0 DAD =D
Remargue : On peut emarquer ici une grande différence d’avec ba géométrie plane : Deux droites peuvent
ne pas aveir de point cemmun et cependant, ne pas étre paralleles.
4 ) Déteunination de droites et de plans
# 3 : Pourn détenminer un plan, en peut se denner :

% Sait une duaite et un point w’appartenant pas i ba dwite ;
% Sait deux drcites sécantes ;
% Sait deux duoites paralleles stiictement.

# 4 : Pour détenminer une duaite de Cespace, il suffit de deux peints distincts. La dewnierne propesition
déteumine des pasitions de parallélisme particuliones.

2 Par un point denné, il passe une unique duaite parallele & une duoite dennée.

‘:~ Jeut plan contenant deux points distincts d’une duoite, ba contient toute enticre.
v (Théoeme du teit) Si une ducite D est panallele & deux plans sécants, alows elle est parallele o
leur dnoite d’intensection.

JUustration du théereme du toit :
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5 ) Parallélisme et onthogenalité dans Cespace

a- Parallélisme

% Pour qu’une duaite seit parallele & un plan, il suffit gu’elle seit parallele & une dueite de ce plan.

% Pour que deux plans scient paralleles, il suffit que deux droites sécantes d’un des plans seient
paralleles o Cautre plan.

s Si deux plans sont paralleles, teut plan qui coupe Cun coupe Cautre, et les deux droites
dintexsection clitenues sant paralleles.

b- Outhogonalité

Définition : Deux draites dans Cespace sant dites anthogenales lonsque les paralleles nespectives & ces
duoites, menées par un paint quelcenque de Cespace, définissent un plan dans Clequel elles sont
pexpendiculaines.

Remarque : Uttention ! Deux droites peuvent étve exthogonales dans Cespace, sans étwe pexpendiculaires.

Définition : Une draite est dite anthagenale & un plan lowsqu’elle est anthagonale & deux duoites sécantes
de ce plan.

#7:

Si une duaite D est oexthiogenale a un plan P, elle est oxthogenale & toute duoite du plan P.

Quel que sait le paint A de Cespace et un plan P, il existe une unique duoite D passant pax A et anthagonale
au plan P.

Si deux plans sont paralleles, toute draite oxthegonale a Cun est enthogonale i Cautre.

Si deux droites sont paralleles, tout plan ethegenal o Cune est exthogonal & Cautre.

Remanque : Uttention ! Deux draites anthagenales a un méme plan sent pavalleles. Mais, dewx plans
anthogonaux peuvent contenin des draites qui ne sent pas exthegenales !

Exewple - (Llustrons ces différentes propriétés o L'alde d'une flgure de véférence : Le cube ABCDEFGH

représente Lel :

1. Citer dewx plans paralléles ;

2. Citer dewx plans orthogonaux ;

3. Citer deux droites paralléles ;

4. Clter une drotte ovthogonale o wun plaw ;

Clter deux droltes orthooonales mals non perpendiculatres ;

S O

|
(L
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Eléments de néponses possibiles :

1.

2.
3.

R/
0.0

0’0

R/
0.0

Les plans ABCD et EFGH sont paralleles ; on peut aussi citex les plans laténaux : AEFB et
DHGC sent paralleles.

Les plans ABCD et BFGC sont exthogonaux ; ba ducite (BC ) est Cintevsection de ces deux plans.
Les dnoites (BC ), (AD ), (EH ) et (FG ) sant paralleles ; de méme, les droites (AE ), (DH ), (BF )
et (GC ) sont paralleles.

La duwite (EH ) est enthogenale au plan AEFB ; eu encore, la duwcite (AB ) est exthogonale au
plan AEHD.

La duoite (AB ) est anthogenale au plan AEHD, elle est denc exthogonale a teute draite de ce plan
: elle est anthogenale a la dwite (EH ). Cependant, Les deux dusites (AB) et (EH ) sent dans
deux plans paralleles : (AB) S ABCD et (EH) S EHGF. Ces deux ducites ne sent donc pas
sécantes (et en panticulier, ne peuvent denc étwe penpendiculaines ). tinsi donc, bes duaites (AB ) et
(EH ) sent enthagonales et non pexpendiculaires.

Les plans ABCD et BFGC sont enthogenaux, (BC) S ABCD et (FG) S BFGC. &t les deux
duaites (BC ) et (FG ) sont paralleles.

: Pour montren que deux duoites de Cespace sent paralleles, on peut :
Sait montrern qu’elles sent paralleles & une méme troisieme ;
Sait maontrer qu’elles sent onthogonales a un méme plan ;
Sait trauver un plan de Cespace qui les contient tautes les deun, et dans lequel elles sant paralleles.
On utilise aloxs les technigues de géemétriie plane.
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Deuxieme partie

Des solides pmt’wuL'Lers

Dans Cespace camme dans le plan, cetains selides ne peuvent ébre associés i un clijet mathématique
connu, cemme la patate, par exemple. Nous propesens ici quelgues solides particuliers.

1) Les polyedues

Définition : Un palyedre est un salide de Cespace délimité pax des faces planes qui sent des palygenes.
Veici quelques exemples de pelyedues :
<> est un salide constitue de deux faces polygonales superposabiles (tviangle,
sectangle, parallélogramme...) appelées bases du prisme. Les autres faces sont des nectangles.
Les deux bases du prisme sont dans dewx plans paralleles.

<> est un salide constitue d’une face polygenale, appelée base, et d’un peint, S, situe
fians du plan de base, tel gue tautes les autres faces de ba pyramide sent des triangles, de semmet
S et ayant pour cités eppasés & S, un cité du pelygene de base. La droite passant par S et
perpendiculaire au plan de base est appelee hauteur de la pyramide. Cas particulier : une
pyramide de base tiangulaire est un tétraedue.

<> est un sclide dent tautes les faces sant des wectangles.
Un pave dreit particulier est le cubie, dont toutes les faces sont des caiés.
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2) Les sclides de Platon

Délinition : On dit gu’un polyedue est régulier et conveae si tous ses sammets sont surx une méme sphexe, et
que toutes ses faces sont les mémes polygenes wéguliens cenvexes. Un solide de Platen est un pelyedre

wégulien canveae. Il a été démontré qu’il wen existe que cing !

équilatéraux

Le tetrasdre | | ¢ cube L'octaédre Le dodécaédre Licosaédre

régulier

4 faces : triangles 6 faces : carrés 8 f_ace‘s : triangles 1? fac_\izs : pentagones %U _fa(tjs : triangles
équilatéraux réguliers équilatéraux

3) D’autres sclides

Veici quelgues selides cennus qui ne sent pas des palyedies :
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le cylindre de

La sphére Le cone révolution

Ensemble des points
de l'espace situés
a une  distance | Il posséde un som-
constante, appelée | met, une hauteur et
rayon, d'un point | une base : un cercle.
fixe, appelé centre de
la spheére.

A

4) Représenter les sclides

Il a une hauteur, et il
a pour base un cercle.

Neous propesens ici deux manienes de neprésenter les solides : Commencgons par nappeler la définition
didactique de cette eprésentation :

Délinition :

, Cest traduire a Caide de procédés plus ou mains conventionnels, centaines propuiétés
géamétriques d’un abijet géamétrique. Jaute neprésentation ne peunet pas de mettre en évidence tautes les
prapriétés ; i faut en négligen centaines. Jaute weprésentation est défoumante, mutilante : en perd, en
neprésentant, cedtaines infounations. JC y a plusiewrs weprésentations d’un méme obijet (en pewspective
cavaliene, pewspective axenomébiique, etc., vue de dessus, etc.). La weprésentation utilisée dépend du
prolileme que Con se pose et des caractévistiques de Cabijet dent on a bescin. Les activités de neprésentation
pexmettent de mettre en évidence les propniétés des alijets géométrigues, mais aussi de prendre en campte
différents points de vue de Cebijet considéné.

JC est denc inténessant d’haliituer les éleves a effectuer et a utiliser des weprésentations diffénentes d’un
méme obijet et donc a saveir chaoisin ba neprésentation de Uclijet qui cenvient le mieux & la wésclution en

cauws.

a- Patrens

Jl s’agit ici de neprésenter le sclide sur feuille plane, de telle maniene qu’apres déceupage (éventuel), en
puisse neconstituer le salide en trais dimensions.

Délinition : Le patran d’un pelyedue est canstitué de tous les palygenes sewant a ba constuction de ce
palyedre par pliages. Chaque picce est alons un pelygone dans lequel toutes les longueurs et tows les
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angles sent en vraie grandeur. Il n’y a pas une fagen unique de produire le patron d’un polyedie connu.
Parn exemple, le cubie dispase de 11 patrens différents
(Sewrce du dessin : APMEP)

Les 11
patrans
| | du cube

On ne peut dessiner le patwen d’une sphere (d’eir la difficulté a étalilin un Utlas, neprésentation plane
d’une sphene bien cannue : ba Tevee).

#1 : Le patran d’un cylindre au d’un cine est canstitué des suifaces planes du solide et du dévelappement
plan des surfaces Latérales.

b La perspective cavalione

La penspective cavalicne est un made de weprésentation d’clijets de Cespace sur une figure plane. J€ faut
bien comprendre qu’en deux dimensiens, en ne peut faire apparaitre toutes les propriétés des ebijets de
Cespace et c’est peurquai an utilise ce made de neprésentation, qui nows pevmet de line centaines propriétés
de Calijet de Cespace.

Délinition : On appelle plan frontal, teut plan du selide vu de face. On appelle ligne de fuite, taute droite
perpendiculaire aux plans frontaus.

#2 : Propriétés d’une neprésentation en perspective cavaliene :
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Les figures situées dans le plan frontal sont neprésentées en viaie grandeur, leurs angles et Ceurs
longueurs sant ainsi consewés.
Des draites paralleles du selide sent neprésentées par des draites paralleles et en particulier, les
lignes de fuite sant paralleles entre elles et font, avec les harizontales du plan frontal, un angle
apparent censtant, nammé angle de fuite.
Jly a cansenvation des nappaorts de bonguewrs de segments paralleles et en particulier, les miliewa
des segments sent consewés, quelle que sait la pesiticn du segment dans Cespace.
Les segments paralleles i la ligne de fuite sent neprésentés de maniene wéduite, selon un rapport
k < 1, qui peut étre précisé.

Exewmple : Représenter un cube ABCDEFGH d'artte & e en perspective cavalitre d'angle de fulte

2
20° et e rapport 3

Eaxplicitons la constuuction que Cen va menex :

1.

2.

On chaisit le plan frontal : Jci, be caté ABCD est dans le plan frontal. On canstruit donc un
canié, en waie grandeuwr, de cité 6 cm.

La dwite (CG ) est onthegonale au plan (ABCD ), elle deit denc faire un angle de 30 avec la
duaite (BC) qui est une harizentale.

Le segment [CG | étant surn ba ligne de fuite, sa Langueur sur ba perspective est neprésentée pax
unoegnwntdelanguaw% de 6 cm, sait ici, 4 cm.
On peut denc maintenant placer les points G et H, puisque les paralleles se consenvent, on a

DCGH qui est weprésentée ici par un parallélogramme (e¢ DH = CG =4 em ; DC=HG =6
De méme, en complete ba neprésentation de ADHE , qui est neprésentée par un parallélogramme.

Enfin, neste & constuine le point F , situe « dewiere » le plan de face, et denc, les traits des
segments [BF | ; [GF | et [EF ] sont seprésentés en paintillés.
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Troisteme partie
Eléwments de didactique
1) Encycle 2
Attendus de fin de cyele 2 | Replres de progressivité

Recannaitre, nammer, décrirne, nepraduine guelques solides.

Recennaitre et triex les salides usuels parmi des
salides varties. Décnirne et comparner des solides en
utilisant le vocabulaire approprie.

Reproduire des sclides. Falbniguer un cubie & pantin
d’un patren feurni.

Vacabulbaire approprié pour : nammer des salides
(toule, cylindre, céine, cublie, pave duoit,
pyramide ), décrine des palyedues (face, sammet,
axéte), les faces d’un cubie sont des caniés, les faces
d’un pavé dueit sent des rectangles (qui pewvent

Des le CP, les éloves cliservent et apprennent &
necennattie, tuien et nammer des solides varies. Le
vocabiulaive nécessaine pour les décrire (face,
sammet, axéte ) est progressivement exigible.

Jbs apprennent des le CEl & canstuuire un cube
avec des cawves ou avec des tiges que Con peut
assembiler. Qu CE2, ils approchent la notion de
patwen du cubie. La discussion sur Cagencement
des faces d’un patron weleve du cycle 3.

2) &ncycle 3

Attendus de fin de eyele 2

| Replres de progressivité

(Se) nepéner et (se) déplacer dans Uespace en utilisant ou élabiorant des neprésentations

Divers mades de neprésentations dans Cespace

Reconnaitie, nommen, décrine, nepraduine, neprésenter, constuuine quelgues solides (et figures géemébrigues

Recennaitre, nammer, comparer, vénifier, décrine
des solides simples eu des assembilages de salides
simples & partin de centaines de leurs propriétés.

Vocabulaine approprie pour nommer les sclides :
paué dueit, cubie, prisme duait, pyramide wéguliere,
cylindre, cine, Goule. Reproduire, représenter,
constuvine : des salides simples ou des
assembilages de sclides simples seus foume de
maquettes ou de dessins cu & partin d’'un patron
(denné, dans le cas d'un prisme cu dune
pyramide, cu a censtuwirne dans le cas d’un pavé
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