Legon de mathématique

TRANSFORMATIONS PLANES

Premiere partie

Génbralités

1) Définiticn

On appelle transfoumation plane, toute application bijective du plan dans lui-méme.

Cekoica ? Cela signifie que :
s Comme toute application, elle associe & chaque peint du plan un unique peint du plan.
% De plus, elle est bijective, donc, par définition, tout peint du plan est Cimage d’un unigue point
du plan.
Siun paint M a peur M’ par une transfovmation f , en dit que M est du paint M’ par

Veici quelques exemples que nous allons étudien :
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Pidentité
La notation de centre O et d’angle

La symétrie d’axe D
Lohomethiétie de centre O et de vapport k, k + 0.
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Un point M du plan est dit invariant par une transfounation £ si sen image par f est lui-méme. (Qutrement
dit, Cest un peint qui n’est pas modifié par la transformation. On a donc : M est invariant par £ lonsque
f(M) = M.

2) Vectewrs
Naus veviens dans un prochain chapitre cette notion plus en détail. Neotien mathématigue, qui d’ailleurs
est assez camplexe mais ici eble ne nous sewira que powr simplifien des écnitunes, un peu laundes sans cela.

Naus allens tacher de Ceaxpliguer de fagen simpliste, en partant de notions plus connues.

a- u secowrs, je w’aime pas les vecteuwrs !

Scient A et B deux peints distincts dupﬂan..@auqueﬁ’anpwc@eduuectmﬁ,ano’l}dé%woedwa&s choses :
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% Sa lengueur, qui covespond & ba lengueur du segment [AB].
% Sa ditection : tout segment parallele & la ducite (AB) a la méme direction que le vecteur, et un

segment nen parallele & (AB) w’a pas mémedecaanqueﬁ
% Son sens : an negande le segment de A vers B. On dit aussi que A est Carigine et B Ceatrémité du
segment.

Lonwsque A = B,mdéﬁnitleuectecwmw,natéa.ﬂeauneeanguam,domwm,nmioannepeutpao
lui donner de divection, ni de sens.

- Vecteurs et parallélogramme

On peut liex cette notion de vecteur avec le parallélogramme, car si ABCD est un parallélogramme, [AB]
et [DC] ent méme bangueur, les duaites (AB) et (DC) sont paralleles etenﬁn,ﬁetﬁant@emémeoeno.
On dit aloxs que@wuectamﬁetﬁoantégm.Sm@eA figures , un vecteur est neprésenté pax une fleche
dent Cerigine est celle du vecteur, et la pointe est Ceatrémité du vecteun.

e

ﬂ:Siﬁdﬁoante’gmm,a&w& ABCD est un parallelogramme. Récipraguement, si ABCD est un
pwmﬁﬁéﬂagxanune,a@au@wuectewwﬁetD_éoantégm.

Remarque : Uttention a Cordre des peints : il est diffénent dans la fagon de nemmen le parallélogramme
et dans la fagon dent on Cutilise dans Cécriture de Cégalité de vectewrs.
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Deuxieme partie

Les transformations planes

Naus allens dans cette section, décuine les principales transfoumations planes qui existent. Rappelens
que nous censidénons toutes natre legan dans le plan P.

1) Llidentité

Définition : est Capplication qui & chaque paint du plan associe bui-méme. Jout paint
du plan est alows invariant. On peut donc la définin cemme ceci :

2) La symétiie d’axe D

a- 9/&- .!.

On appelle , appelée aussi wéflexion d’axe D, notée s, la transfounation du plan dans
lui-méme qui associe, a chagque point M du plan, une image notée M’ ou s4 (M ) telle que :
s SiM estsur D, Cimage de M pax sd est lui-m’eme (en dit que M est invariant par la symétiie) :
M' =M.
s Si M est paint du plan extévieur a D, M’ est tel que la duwcite D est la médiatrice du segment
[MM'].

b Constuction
Ity a dewax methaodes passibiles :

1.  Premiene méthode, avec une negle, une égquevre et un campas. Scient un paint M qui west pas sur
D, et san symétrique, noté M':
% Constuire ba perpendiculaire, notée D', & D, passant par M.
s Nemmer H le point d’intewsection de D’ et de D.
% Jnacer le cencle de centre H passant par M. JC weceupe D'en M.
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Cette constuuction utilise la définition de ba médiatrice d’un segment comme la dreite pexpendiculaire a un
segment et le coupant en san milieu.

2. Seconde (et plus belle ! ) méthede, seulement avec un cempas.
s Placer deux paints quelcenques I et | distincts sur ba dueite D.
% Jnacen les cencles de centre | et de centre |, passant par M.
M’ est le secand paint d’intensection de ces cencles, le premier étant M.

Cette secande censtuuction utilise Cautre définition d’une médiatiice, comme ensembile des paoints
équidistants des extiémités d’un segment. Jci, ba médiatiice de [MM'] est la droite (I ]). On a IM = IM’
donc M’ est sun le cencle de centre | passant par M. De méme, M’ est sur le cencle de centre | de passant
par M. Cest bien la canstuuction effectuée. Notens que les deua cencles n’ant en génénal pas le méme rayon.

3) La wotatien de centre 1 et d’angle

a- Discussion et définition

Ubordans naivement la wotation en lien avec ba nation d’angle. Considénans dans le plan, un cercle de centre
O et de rayon 1 et cheisissons un peint A guelcongue sux le cencle. Si Con seukiaite placer le peint A’ , image
de A pax la wetation de centre O et de mesure d’angle o, an se trouve canfrante & un choix, car deux paints
wépandent & notre demande. Pour wépandre & ce probileme, les mathématiciens décident alons d’orienter le
plan, cest-a-dine de décider d’un sens positif de parcours du cencle. Par convention, en dit gue Con tourne
dans le sens positif, et en cansidere alons des mesures d’angles pasitives, bansque Con tourne dans le sens
invewse des aiguilles d’une montie (ce sens est appelé sens trigonométrique, sens divect, eu sens anti-
horaine ). Si la mesure d’angle est négative, en teunne dans le sens des aiguilles d’une montre, denc. On
parle dans ce cas, d’angles erientes et c’est ce que nous allens utilisen dans ba suite du paragraphie.
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Délinition : La O et d’angle a, @ € R, netée v (0, a) est la transfounation du plan
telle que :
»  Llimage du peint O est lui-méme (il est invariant ).
% Si M est distinct de 0, sen image M est sux le cexcle de centre O et de wayen OM et Cangle MOM’
est de mesure o (caleulée de M vens M’ dans le sens du signe de o, c’est-" a-dine pesitif si a est
positif, et n'egatif si a est n'egatif ).

t- Constuwction

On weponte ba mesune de Cangle o sur le cencle de centre O, de nayan OM, sait & Caide d’un vapponteur,
sait d’un gabarit, ou en le constuit a ba wegle et au compas 8°il s’agit d’un angle de 90°, 45°, 60°, 30-.

- Un cas panticulier inténessant : ba symétrie centrale

Délinition : La O est la wotation de centre O et de mesure d’angle 180-.

Les points M,0,M’ sent donc alignes. Comme de plus, OM = OM’, le paint O est le miliew du
segment [MM’]. On netrouve le fait que censtudine Cimage M’ de M (dans le cas eic M # O ) par ba symétrie
de centre O c’est placer le peint M’ du plan tel gue O scit milieu du segment [MM’]. Tnouvez une maniere
simple de canstuine M'.

4)£abmm€atwndeuectauwﬁ

a- Définition

(9nditqueM'wtﬂ’hnagedeMpmﬁabtamﬁatéandeuectechﬁﬂawq&wM'%tteﬁq&w:
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Ou encere lonsque le quadiilatene ABM'M est un parallélogramme.
t-  Construction

On trace le cecle de centre M et de wayon AB ainsi que celui de centre B et de nayen AM. Ces deua cercles
se coupent en deux points. Seul un des deux paints pevmet de tracer un quadiilatere non croisé. Cest le

peint ~ M'vecherche.
A M

5) Lhaomeothétie de centre O et de nappont k

a- Définiticn

Sait O un peint du plan, et k un 1éel stuictement pasitif. On définit
,naetée h (0, k), par Cimage de chacun des peints du plan :
s Llimage de O par Chomathétie de centre O et de nappent k est O.
s Limage M’ d’un peint M du plan, distinct de O par Chomathétie est telle gue : M’ est sur ba demi-
dwite [OM) et OM’ = k X OM

On peut (et cest préfénabile !) wésumer ces deua conditions pax :

t- Constuwction

La constuuction n’est pas teuwjours pessibile « a la wegle nen graduée et aw cempas ». Mais dans le cas des
entiens, entre autres, an peut le faire. Tnouvez une censtuuction eriginale, utilisant le théeneme de Jhales...



http://www.les-couettes-de-la-maitresse.fr/

Legon de mathématique

TRANSFORMATIONS PLANES

Troisieme partie

Propribtés

Dans toute ba section, an intreduira trais peints A, B et C, et leurs images sexont notées wespectivement A’, B’
et C’' par la trans feunation considéiée.

1) Consenvation des longueurs

Théaneme : Si la transformation que Con considere est Cidentité, au une rotation, au une symétiie axiale,
ou une translation, alens la distance A’'B’ est égale a la distance AB. On dit que ces transfeunations sont
des isamétries. Si ba trans foumation est une homothétie de vappont k, (k > 0) alews A’'B’ = k X AB.

2 ) Censenvation des mesures d’angles

On s’inténesse a Cangle défini par [AB] et [AC], noté BAC et a celui défini pax beuns images, neté B'A’C’.

Fhéoneme : Les mesures des angles géométriques BAC et B'A'C’ sent égales, pax teute trans fomation telle
que Cidentité, ou une wotation, eu une translation, cu une fiomathiétie. De plus les angles des images sent
arientés de ba méme mani’ exe que les angles d’arigine.

Par une symétiie axiale, Cangle géométiique BAC’ a la m’eme mesure que Cangle BAC, mais Cangle
arienté qui bui covespand est transformé en son eppasé.

3) Juansfovmations wéciprogues

Lensque Con connait un peint M et la transfovmation, on sait constusive Cimage M’ de M comme explique
plus haut dans ce cours. On se pase ici be probileme invense. Comme nous padlens de transformations, nous
sauvons que nos applications sont Gijectives, et donc, neus sammes assurés que si Can se denne une
transfoumation du plan et un peint M’, il est Cimage d’un peint M du plan, inconnu. Comment setrouver
M ? & mieux, par quelle transfounation « nouvelle » du plan passe-t-on de M’ a M ? Cest cette
transfovmation qui se nemme

TJhéoreme :
% La tans formation wécipreque de Cidentité est elle-méme.
% La transformation wécipreque de la notation de centre O et d’angle o est la natation de centre O et
d’angle —a.
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% La tuansfoumation récipuogue de la tanslation de vecteur AB est la transtation de vecteun —AB
= BA.

% La transfounation wéciproque de la symétiie axiale est elle-méme.

% Latransformation wéciproque de Chamothiétie de centre O et de vapport k (k > 0) est Chomaothétie
decenbteOetdewppamt%.

4 ) Censéquence sur Cimage d’une figure plane

Naws savens danc tracer images au antécédents par les transfoumations propaesées ici. JC neste désenmais
a tracer Cimage d’une figure, et de veir quelles sont les caracténistiques des figures qui sont censewdées :
Guice aux différentes propriétés qui ent été étudides, nous sommes maintenant capables de censtruite
Cimage d’une figure plane par les transfounations que nous avons citées. Notons T cet ensembile des
transfovmations : Censembile des wotations, translations, symétiies axiales et homothéties.

a- _Jmage dune drcite

Fhéoneme :
% Llimage d’une dusite par une des transfounations de T est une dueite.
»  Limage d’un couple de ducites paralleles est encore un couple de duites paralleles.
s Limage d'un couple de deux duwites pewpendiculaines est encore un couple de droites
pexpendiculaines.

t- JImage d’un cencle

Sait un cencle de centre O et de wayon R.

Théaeme : Pan une transfounationt € T, Cimage d’un cencle de centre O, de nayon R est encore un cencle,
de centre, 0’ image de O par t, et de wayon :

% R, si la trans formation est une isométiie,

s kR, dans le cas it ba transfowmation t est une homothétie de nappent k.

c- Jmage dun seqgment [AB]

Jhéeneme : Limage d’un segment [AB] est encore un segment, d’eatiémités (U et B, images nespectives de
U et B par ba transfounation.
% La longueur du segment [A’'B’] est :
* AB, dans le cas ciL t est une isométuie.
*k X AB dans le cas d’une homath etie de nappent k.
» [P ] est un segment :
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o Panallele o [AB] dans le cas ait ba trans foumation est une translation cu une fomathitie.

o Jel que Cangle foumé par les deux segments soit de mesute o dans le cas d’une notation
d’angle a.

o  Jel que Caxe de la symétiie sait bissectrice de Cangle foumé par les deux segments (si le
segment [AB] est panallele & Caxe D, [A'B’| sexa aussi parallele a D ).

d- Parlons pévimetre et aire

Le péiimetre, Caire et le valume d’une figure sont consewés par transfovmation dans le cas eu la
transfoumation est une isométrie.

Dans le cas d’une homathétie de nappant k, le périmetre de la figure est multiplié par k et Caire de la
figune est multiplie par k*.
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Quatrieme partie

Triangles isométriques, trinngles semblables

1) Jriangles isométrigues

Délinition : Deux triangles sont dits isométrigues si on peut trouver une isemétiie du plan telle gue Cun
sait Cimage de Cautre par celle-ci.

Remarque :
% Si, apres avein effectué une notation, cu une transtation, cu une symétie axiale, le premier triangle
est Cimage du secand, alons les triangles sont isamétriques.
% En maths, le « cu » west pas exclusif. Cest-i-dine que Con peut aveir & effectuer, tout d’albiord,
une translation, puis, une wotation, peur abiteni le secand triangle.
% Du fait des propriétés vues ici, on retrouve bien la définition intuitive vue dans ba patie précédente,
a saveir que deux triangles sont ise m’étriques si an peut les superpaser.

Théoreme : Deua triangles sent isemétriques si et seulement si, Cune des conditions suivantes est wéalisée :
s Leuns cités sont deua & deux égaua (les cités du premien sont égaux & ceurx du dewxieme ).
s Jbs ent un cité de méme longueur et les deux angles adjacents i ce cité sont égaua.
s Il ent deux cités deux i deux égaux, et Cangle formé paxr ces deux cités, égal.

2) Juiangles semblabiles

Délinition : Peux triangles sent dits sembilabiles si on peut trouver une transfovmation du plan, compasée
d’une isamétrie du plan et d’une homathétie, telle gue Cun sait Cimage de Cautre par celle-ci.

#1 : Si, apres avain effectué une notation, au une translation, cu une symétrie axiale, puis une fiomathiétie,
le premier tiiangle est Cimage du second, alors les tiangles sent sembilabiles.

Remarque :
% Naus employens ici le mot compesé, qui ne signifie vien d’autre que le fait de trans former d’abiond
le tiiangle initial, par une isométiie, puis, de transfoumer cette image, par une homothétie, pour
% Des triangles isométriques sont semblabiles : il sutfit de considéven Cidentité comme une homathétie
de nappent 1.

Théaneme : Deua triangles sont sembibaliles si et seulement si, Cune des canditions suivantes est wéalisée :



http://www.les-couettes-de-la-maitresse.fr/

Legon de mathématique

TRANSFORMATIONS PLANES

s Jbs passedent deux angles égaux deux & deua (denc aussi treis puisque ba semme des angles de

chaque tviangle vaut 180 ).

Jls ont un angle égal et les cités foumant cet angle pour un des triangles ent des longueurs

prapoutionnelles aux cités foumant Cangle de Cautre triangle.

s Les trois cités de Cun sent propentionnels aux treis cités de Cautre.
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